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aca X

Théoréme de Bertini et variantes.

Dans la suite k désigne un corps, P PRgEpr

Théoréme de Bertini 1l: Soit f: X-aP un morphisme, ol X est un schéma

.algebrlque géométriquement irréductible, et soit n = dim f(X) . Soit

Lt lesw sous-espace linéaire de codimension s générigque de Y ’

est un entier fixe n-1. Al\Fg\/f (Lt);:thXﬁkk(t) est géométrique-

ment irréductible.

LT I LT M oh §a§?£dﬂﬂ&§ﬁgﬁ§3ax&.ainenu%mﬁsismaeglggmgu&é

- ok
X en lesquels f est ramlfle ou—en—iesque&s X n'est pas géométriquement

W ~

5 unibranche (resp. normal, resp. lisse ...), akmx® et supposons que

Y =
fi ) soit de dimension T Alorstf (Lt) est géométriquement unibran-

che (resp. normal, resp. lisse ...), ou Lt est comme ci-dessus. ‘
De ces deux énoncéds on déduitformellement;

Frdorollaire 3: Soit f: X-—P' satisfaisant les conditions de 1 et 2
Supposons k alg. clos. J/

| non respé. [Alors l&imziumimm morphisme canonique

\

[est surjectif.

Remapque 3. Utilisant lesthéorémes de changement de base pour le [(,,
on conclut mme (posant Xy = X8 k(t )) que 1'homomorphisme Ik

est surjectif si K‘est propre, et que l'homomorphisme

Y ni(x;)_. j[i(xg)

2

est surjectif, ol le ! désigne le plus grand quotient profini premier
4 1'édposant car. de k. On n'affirme pas, cependant, que (%) soit
toujours surjectif (sans hypothése de propreté sur X).

On déduit, de 1, par une application facile du théoréme de connexi-

té:

| Corollaire 4 (de 1): Sous les conditions de 1) pour f: X —PT gi X
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L
est de plus propre, alors pour toute sous-variété linéaire 39 codimensid
..l(

'8, T, = £, (L)

Conjuguant avec 2, on trouve, par l'argument qui a permis de

L,) est géométriquement connexe.

déduire 3 de 1 :

Seun avec X propre,
Corollaire 5: #mee les hypothéses de 3 ,\1'homomorphisme d@anonique
‘Kl(YE)_'nl(X) (:[Il(x¥) par le théoréme de changement de base) est

surjectif.

Nous désirons également un énoncé analogue & 5, donnant une surjec
tivité pour des ﬁi pour un t non générique, mais sans hypothése de propre
té, et pour des quotients plus gros du ﬁi que ceux envisagés dans (==x).
On peutrx donner & ce sujet le résultat suiﬁant:

Théoréme 6. Supposons k algébriquement closi X propre, f£: X-—)Pr,li
! le sous —-espace linéaire Lt de Pr de codimension s (défini sur k, pour

fixer les idédes) tmlmxgmimmxxit et enfin le sous-schéma fermé D de X
tels qu'on ait ceci; mixamxaxpasExExzxkxRxx

a) ﬁ§x§xﬂxi%xx£¥t = f_l(Lt) est non vide.

b) Pour tout x E’Q , X est lisse en x, Yt est lisse en x,de
codimemtgion s dans X en x, f est net en x.

¢) Pour tout x¢ D =DaY, , off ®kim bien codimx(Dt,T;);_Z. ou bien
&

34 croisements normaux.

est un diviseur eur X en x et Egxy induit sur Y, en x un diviseur

Sapposons U = X-D irréductible, et considérons 1'inclusion UtzU”Yt

— U . AIBERX H* Soit K{(U) le grexm quotient du groupe fondamental de

U farm#xdies qui classifie les reveétements de U qui sont modérément
ramifiés en les compos-ntes irréductibles de codimension 1 de D dans X
qui rencontrent Yt,kixnxxtziignxqunxﬁ et"f(ﬂt) le quotient pupsiegue de

i ¢ l(Ut) qui classifie les revetements qui sont modérément ramifiés en

/ les composantes irréductibles de codimension 1 de Dy . On a un homomor-
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| phisme évident
t t
6 l(Ut)""‘ K l(U)
(un point-base géométrique de Uy étant choisi). Cet homomorphisme est

surjectif.

Démonstration. ILor- qu'on remplace Lt par Lt' générique, alors
la conclusion est contenue dans le corollaire 3, en d'autres termes, si

V est un retétement &tal8 @e*f tm¥xgumxsayx (satisfaisant la condition

de modération engisagée - en fait, ce n'est pas nécessaire, enx vertu

de 3 ) alors sa restriction Vt. au dessus de Ut' est connexe. On veut

FRyouTey

prouver que sa restriction Vt au dessus de Ut est Tonnexe. Or pour un

W U WiAn o o G At A ﬁ/
paramétre variable sur (Ia grassmanienne des L{U &9 |

Qs 7
famille des Yt.est un morphisme propre et lisse Y-—=T , et celle des

Dt,est un sous-schéma fermé &m .2 de Y, qui est la réunion d'un sous-
schéma .Jl qui est de codimmmsion > 2 sur chaque fibre (et qui ne comp:é
pas, &4 cause éu théoréme de pureté relative) et d'un diviseur..ﬁ2 4 croi-
sements normaux relatifs. Le revétement donné V de U définit un
revetement Wxdsm:¥w V' de U' = Y-4, et i1€ faut montrer que la restricti

-on de celui-ci & la fibre géométrique de t est connexe, sachant qu'il en
est ainsi de sa restriction & la fibre géométrique en t', la générisati-
on maximale de t. Or par la pureté, on sait que V' se prolonge en un
revétement étale V" de U" =Y —152 y» et par hypothése ce dernier est
modérément ramifié sur les fibres, relativement au diviseur hjz . La
conclusion est alors une conséquence du théoréme mmmmm de spécialisation
pour le groupe fondamental modéré, qui figure(ra) dans SGA 1 XIII
(exposé de Mme Raynaud).

Remargue7.Avec les notations de SGA 7 XVIII/ 6 s'applique pour tout
pinceau de Lefschetz D pour fournir la surjeetivité dep=gnoelients—pery
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v v

1'homomorphisme T(;(D-D)—- Ki(l—X), et donne le théoréme de conjugaison
des cycles évanescents (donc le théoréme d'irréductibilité de la cohomo-
logie évanescente) pourvu qu'on ne soit pas dans le cas car.k=2 et dimX
impaire (NB kmmims%xpag, dans la situation du th. de Griffiths, il n'y a
donc pas d'ennui). Dans cg dernier cas, par contre, je ne sais rimm pas
la conjugamson sous Ri(D—D)

prouver,; sauf pour un pinceau générique, puisqu'alors la représentation

j'ignore si e®f{e mste vrai¢ pour un pinceau général.
envisagée est sauvage; ~Noter cependant que 1la conjugaison des sous—-grou-

pes de monodromie localey dans Aut(Hn_lQhﬂqui est trés élémentaire)

reste vraie, bien entendu, et celle-ci suffit pour prouver le théoreme
que j'ai proposé (au par. 6 de XVIII) caractérisant le cas ol la

condition (A) n'est pas vérifide.
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consl

sous G, on voit que

oupes t)(')l’lj [# '4".4'_“ 8

pour ¥ variables,
!

d 0] D] ? YUS—-groupe 14N ie d® relatifs 4 x. Noter

ae Qu )Y ¢ 2L - ' I (L cLlal
sous—groupes mtxin#Exti= n'
pend du choix du
est spéciali
point de U e qui signifie que 8i

v Po_» \ 2 . : .
localement noetherien), il sera sous-ente af o on du contrai
14 a9 A

1 hed o . 11 & 4 ik e e Sia 2 o o G | 3
le choix en question est fait par normalisa 1, comme expliqué

plus haut.
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2. Supposons donné une situation (Y,V,H,V') analogue &
un morphisme f: X — Y tel que f(U)—f(V), un morphisme
tible avec U— V induit par f, un morphisme de groupes
LrixixtIxx f' soit compatible avec les actions de G et
’Le cas le plus courant sera celui ol on se donne un point géométrique a

d*ol =f(a)
de U, fiin point géométrique b de V , o U' et V' sont respectivement des

5

quotients des revétements universels de U et V basés en a et b, G et H
étant respectivement des quotients de ﬂi(U,a) et [l(Y,b), 1'homomorphisme
f': U' V' étant induit par les homomorphismes canoniques sur les
ainsiomexgx

rev@tements Aniversels en a resp. by mrcémizfizmsixdzrexddkzrmingxde,
fagemxuniguex@ et HxExantciesxg P#: G-—-» H étant induit par ff:'nl(U.A)—-o
Wl(B,b) ; de cette fagon ' et ¢ sont déterminés smans ambiguité par f,
et leur existence signifie simplement que f,: Rl(U,a}—ﬁﬂi(V,b) veut

{ bien passer au quotient en un p: G —=H (i.e. applique un certain sous-

| groupe dans un certain sous-groupe). | Considérons d'autre part le locali
sé strict Y de Y en le point géométrique f(x) de Y, d'olh mx V,V'comnme
dessus; supposons donné un prolongemént Y' de V'en un schéma & groupe

] £ 4o T - ’ . Tt o g -

d'opérateurs H sur Y, et supposoms donné enfin un homomorphisme f': X'—
- : : iy ;
Y' qui prolonge 1l'homomorphisme £ U'— V' induit par f'. Pour tout

f de X'; : f'(f) est alors un pointx de Y'; , €t on peut ' considérer

le groupe d'inertie correspondant H?T(E). On a alors la relation évidente

(11) , °

opére transitivement sur X'; resp.

T , on peut donc dire que ¢ %gR%&ﬁ%%m32iﬁ—giaﬁgg—ggueeﬁﬁnﬁi&iﬂen—ée

e - damun groupe de
sous—gnoupes d'inertie de G rel. —=lasne

@ pae d'inertie de H rel A y=£(x).

—, Riamkrrxpark Il reste alors A expliciter 1l'homomorphisme F 4 §7-Vt
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En pratique, il sera vrai que U' est schématiquement
serte que f' sera déterminé de fagon unique en termes des autres données,

comme l'unique prolongement de U'— V' induit par £'; ce sera le cas
en particulier dans le cas envisagé plus haut oli X' se déduit de ¥+ U
alivs

par normelisation. Bien entendum, pour pouvoir concluresque tout sous-
groupe d'inertie de G rel. A x s'envoie dans un sous-groupe

H rel. 4 y, il faudra avoir vérifié
Q:au-n\--.‘\ o o I N A Mve alawm

TJ”—)V' r. 1,';0 Yo v UL VR ) D \,'\Mfff t \.vur

o T F o E3A L5\ .

—————

Fe Revenons & la situation de 1), supposons que QK < soit un anneau
y3

local régulier, et que U soit le complémentaire dans le schéma stricte

—
)
ment local régulier X d'un diviseur /a croisements normaux. On est en par-

ticulier dans le cas favorable ou la définition de X' est immédiate par
normalisstion. Supposons que la ramification de U' en les points maxi-

maux de D soit modérée. On sait alors, par le calcul local bien connu,

que pour tout gcxl; y le groupe d'inertie correspondant G s'identifie

canoniquement au<Zrmup® A un groupe quotient du groupe
s - >
=T 2y (1) (k(x))"= | | 2, (kCxd )"
L#ép I#p

ractérisiique résiduelle en x. De pius, ce méme calcul

montre que le facteur de ce groupe d'inertie correspondant & 1la
composante 50 (ceC) dm diviseur de ramification D coincide aussi avec
le groupe d'inertie relatif i n'impporte quel point de X' au dessus du

point maximal de D, (ou de tout autre point de DC qui n'appartient &

aucune autre composante irréductible de D ) qui générise ? ; comme il y

a toujours de tels points, cela montre que la classe de conjugmison du
fdcteur en question peut aussi s'interpréter comme le xxaxu classe des

rroupes d'inertie en les points envisagés de Dc ; en particulier, cette

o

classe de conjugaison ne dépend que de la comnosante irréductible de

W—

D = X-U zximage de point générique l'image du point générique de D¢ .
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Revenons & la situation de 2, et supposons que la structure de (X,U)
soit celle envisagée dans 3, et que de méme Y s0it un schéma local régu-
lier et V=Y - supp E , étant un diviseur & croisements normgux sur

Y . Soit C' l'ensemble des composantes irréductibles de E, On voit alors
que pour tout c¢' ¢C(C', 1l'image inverse de Ec' est un diviseur sur X dont

le support est contenu dans celui de B , donc est de la forme

(Ec,) =s%.a D

c,e' ¢

oli pour ¢' fixé, les n, ., sont des entiers » O non tous nuls. Ces nota-
. :

tions fixées, un calcul immédiat dkmexrEx d'images inverses de revétements

kummériens montre que pour deux points correspondants et ol i hemanx

on a commutativité dans le diagramme

G{_—g—f-—»

(44)
Trul(l)(x) n x\l

R s ye . : i
les flecljes hmrx mnixixx étant les eplmorphlsmes canoniques, et N etant

’

1'homomorphisme défini par la matrice N = (n y compte

c,c'zc,c')u CxC!

.

tenu que 1'homomorphisme k(y)— k(x) induit des isomorphismes
3D 2,0 G

Pour q querN soit un 1so'oruA19me, il est donc nécessaire et suf’isant que
card C = card C' et que "

dmxx¥ Tentier ordinaire dét N soit égal A + p , ol p'est lédexposant
caractéristique de k(x) et k(y)s dans ce cas, on conclut donc que las
sous- ) :

= ' - " . sQug=_J
rgroupes d'inertie de H en y sont les conjugués des images des~groupes

d'inertie de G en x.
e Supposons en particulier que l'on ait V=Y - supp E , E étant un
sl e -1
diviseur/sur Y,xmdxmue f (V), et que xua§%$ﬁﬂt¥x4:£;%¥2);fpﬁsxnt
*) ?,...., x € g Gmpe ), y2i0,
les y 3 I OY an 41;-- - snie gsat 4541t = »
les conditions sui ;eS8 solent satisfaites: "Xﬂ ok ‘ﬂi L NS T

&g ivisen ; i a5t un sous-schéma régulier de
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|
|
|
1
!3
!
|
|

/7 .4
{ ddifhion da My sprrodl fe ™

¥,

lonc - S : =] )
X Si X est régulier en les points de son support)igv-—fwjt¥31=—X-sujwh£
e

) supp E est irréductible, et il est régulier en les points de
f(supp D) = supp Enf(X) (done Y est régulier en ses points).

5 SO n leg/ = e

Alors pour tout x ¢supp D , sous-groupes d'inertie de
G en x ént comme images par g : G —H des sous-groupes de H qui sopt des
sous-groupes d'inertie de H relativement au point maximal de supp E. Par
suite, pour toute représengtion lindaire de G {lans un module M sur quel-
que anneau) =X qui veut bien se factoriser par une reprdésentétion linéai

sous-_ )

re de H, les images dans Aut(M) des Zroupes d'inertie dams de G relatifs
aux divers points de supp D (ou encore, relatifs aux diberses composants
irréductibles de supp D, cela revient au méme en vertu de 3) sont

Remords g au nQ@;4,
conjugués dans Aut(M)./ On peut demander #m résultaty plus précis, en

Appiizatzism considérant pour tout f comme ci-dessus (au dessus d'un

. e ) v -
point geometrlque/q/e supp D) 1l'homomorphisme correspondant 31(1) (x )G
dont l'image est le sous-groupe d'inertie correspondant, et en £ demandani
comment cet homomorpnisme varie avec le choix de ? et de x . Pour F vari-
able, la variation se fait évidemment modulo composition avec les automor
phismes intérieurs de G, RmwrxdemmsrxurxsERsxixiaxgusxtisr donc pour
x fixé, on trouve une classe de conjugaison d'homomorphismes

, Zy(1)(x) = ¢ .
e . - |
pEuxr Pa variation de cet hgmomorphisme, pour x variable dans une composan-

D, & 2 car. £ 1

te &a3® 1'ensemble des points réguliers de IJ; d'aprés ce qu'on a vu au

n3 , on passe d'un tel homomorphisme & un autre en composant avew
T

\ un quelconque des isomorphismes gx(l)(;)——~ gl(l)(;') associé A& une

(s}

\ e b . s ’ .
| classe de chemins de x &4 x' . Si cet isomorphe ne dépend pas du choix de

cette classe de chemins, i.e. si léamEiizmxduxxrpupexfontanmzniat faisceau

l-adique de Tate Qi(l) sur D(X) est trivial (ce qui se voit déji pur la
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restriction dudit faisceau au Earpsxréxzdurt point générique de Di’ alors
én peut identifier entre eux tous les groupes gi(l)(E) envisagés A& un
méme groupe gz(l)(Di) (qu'on peut interpréter comme groupe des sections
de Z (1) sur D. ou sur le point géndirique de Bi), et on trouve une classe
de cbnjugaison

dien rermindée de'homomorphismes gx(l)(Di)—— G . (On trouve un résultat
analogue pour les homomorphismes de produits de groupes gx(l) envisageés
dans le n?23). Bien entendu, si gx(l) est trivial sur l'ouvert’des points
de X IprsguextimxaxunaxfiXzxrixesmeexauxndd de car. #1 , et si ce der-
Eier est connexe, on peut identifier les groupes gi(l)(Di) au méme groupe
51(1)(X1) , EX @R soit 21(1)’ et on trouve MRXMEMEXSYENISNEXEZANE pour
chaque i unekmmaxs classe de conjugaison d'homomorphimems 21(1)—~ -

En général, celles-ci mmmk peuvent &tre distinctes pour des i distincts,

bien entendu. Mais relativement & unm morphisme f: X — Y comme dans les

de cajugaison ci-ciessg;y
n?2,§ , la formation des classes/Frucaaemimx d'homomorphismes a un carac

tére évident de fonctorialité (qu'il y aurait lieu d'énoncer de fagon

précise, dans le cadre général

e APt e ——

Revenant alors aux conditions du présent n25, on peut préciser

du n? 4). T —

de la fagon suivante l'assertion faite sur les xrmm classes de conjugai-
son de sous-groupes d'inertie en des assertions sur les classes de conju

gaisons d'jomomorphismes de modules de Tate: supposons que,YI s0oit conne

xe et que Zl(l) go0it triviaa sur Yx , RXOMCEAXINENAErpRIEREIXRERKENARL T
de sorte qu'on peut identifier Zi(l)(Yx) et les divers gz(l)(Di) 3 un

m 8me module @ibre de rang %);1(1) sur EI . Considérons alors les classes

inertie en DLA>G P 1.

de conjugaison d'homomorphismes composés gx(l)

Ces classes sont conjuguées entre elles.
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—— A e T g rj'f‘”f” M, [,,I,u«_pp_r i 2
e .

R i B it e a—-};.; Ao —dL .l

To o omdst = s = cLgap )

>

»n
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I-5

for a j|= o the form of the coefficient of 6. implies therefore T‘j,jq =0forie I'
and j € I'" since no nonzero linear combination of the ej is in W. Therefore
% is in k', and k' contains k(W). q.e.d.
When V is finite dimensional, it follows easily from the previous proof
that k(W) is generated by the mutual ratios of the Pllicker coordinates of W
with respect to any given basis of V rational over k.

4. Rationality for linear and multilinear maps.

We shall investigate in this paragraph the question of rationality for
the multilinear maps. Two particular cases are worth mentioning; the first
concerns the linear maps, the second the multilinear and linear forms, that is
the case of functions with values in K endowed with the k-structure defined by k.
Let Vi for l_i i <r and W be vector spaces, each one endowed with a k-

structure. A multilinear map f from V. X ... X Vr to W is called rational

1
over k if f(vl. e vr) is rational over k when the v, do. It is clear that any
multilinear map obtained by composition of some multilinear maps rational
over k 1s rational over k.

Let {es)} be a basis of Vi rational over k (for 1< i < r); since any vector
in V’i rational over k is a linear combination with coefficients in k of the basic
elements, a multilinear function f as before is rational over k if and only if
f(e(l) : ot

a a

) is rational over k whatever be the indices CUIEERY (o i
r

{e ',} is a basis'of W rational over k and if one puts
J

1 S 18 g

the function f is rational over k if and only if the components fi are in k.
17

From that follows two facts:

a. Let k' be a field. In order that f be rational over k', it is necessary
and sufficient that k' contains the f‘jl . that is the field k(f) generated over
k by these elements; in fact, the ba.s;s pr;vfously introduced are rational over Kk,
and a fortiori over k',

b. Let us assume the spaces V_, ..., Vr to be finite dimensional. Let I:

1
be the space of all multilinear maps from V] T e Vr to W, and -Ek be the
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W"an = k', T by applying the result a. proved before to k' instead of k and the
k' ~gubspace k'. T of Vk‘ . Otherwise stated, W is rational over k' and
w rst. = k', (Wnd) in such a way that the two k' -structures one could get on
W by extension of scalars and inducing are actually the same.

We shall now characterize the fields over which a given subspace is

rational.

Proposition 1. Let V be a vector space with a k-structure. For any

subspace W of V there exists a field k(W) such that the relations "W is

rational over k' "and '"k(W) is contained in k' ' are equivalent for any field k'.

Let {ei}i I be a basis of V rational over k; by standard results, there
€

is a subset I'"' of I such that the vectors ej for jin I'"' form a basis of V modulo

W. This means that V is direct sum of W and the subspace V' having {ej}

i T
as a basis; but V is direct sum of V'' and the subspace V' having as a basiiel
the e, for iinI' =1 - I". Therefore there exists a unique isomorphism f of V'
with W such that f(v') - v' € V" for any v' in V', If one puts e f(ei) for
ielI', the vectors \f form a basis of W and they are of the following type
(2) : (=e - jé‘:I” gij,ej e ()
for some scalars gij inK (iel' and j ¢ I''). Moreover, no non zero linear
combination of the ej for j€I" is in W since W AV" = 0.

Let k(W) be the field generated over k by the gij' If a field k' contains
k(W), the vectors v, are rational over k' and so does W. Conversely, suppose
that W is rational over some field k', Let {ca} be a basis of K over k' such
that g 1 for some index a = o; put gij = E nijo.' e, with some n,, in k'j; one

ija
gets therefore:

¥ Ec (ei - ‘?]:‘nijo' e.) + GZO <. (? nija' ej) 3

Since W is rational over k' and the vi are in W, the considerations in a.

above show that the coefficient of each Cu in Vi is in W and rational over k';
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